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は じ め に

WWW (World Wide Web)は，各地のWebサイトに公開されたマルチメディア情報をイン

ターネットを通じて配信するための，世界規模の情報ネットワークシステムである。その基礎は，

1990年代はじめの CERN（欧州原子核研究機関）によるHTML (Hyper Text Markup Lan-

guage)やブラウザの開発によって確立した。その後，1993年にMosaic，その翌年にNetscape

というパーソナルコンピュータ用ブラウザが登場し，WWW の利用に拍車がかかった（その歴

史については例えばAbbate［１］を見よ）。

日本では，1999年にNTTドコモが携帯電話からWebサイトを閲覧するサービス（i-mode）

を開始し，それがWWW の利用者を爆発的に増加させた。総務省［６］によれば，2000年１月

末のインターネット利用者数は，ダイヤルアップ接続が1110万人，携帯電話による利用が459

万人だったのに対し，2002年11月末では，前者が2129万人，後者が5843万人となった。この

事実は，携帯電話によるWebサイト閲覧サービスがWWW の普及に多大なインパクトを与え

たことを示す。したがって，携帯電話用Webサイトを魅力的に構築することは，企業の経営戦

略において重要な位置を占めつつあると言える。加えて，携帯電話でWebサイトを閲覧する場

合はページを読み込むごとに課金が発生するという特殊事情がある。よって，利用者の金銭的な

負担を少なくするために，ページの移動を最小限に抑えたWebサイトの構築が求められる。そ

こに，携帯電話用Webサイトをモデル化して最適な構造を求めようというモチベーションが生

まれてくる。

そこで本稿では，携帯電話用のWebサイトのリンク構造を最適化するための問題を取り上げ

る。この問題に対して，Koizumi［５］は典型的な携帯電話用Webサイトとして次の４種類の

ページからなるWebサイトに限定し，そのモデル化を試みた（図１を参照）。

(ⅰ)トップページ：ページのタイトル，ロゴ，発行者，ルートページへのリンクだけからなる

ページ。

(ⅱ)ルートページ：メニューページの１つで，トップページからリンクが張られる唯一のペー

ジ。

(ⅲ)メニューページ：他のページへのリンクのみからなるページで，コンテンツ（閲覧者が欲

する実質的情報）は含まない。

(ⅳ)コンテンツページ：コンテンツとリターンリンク（自分をリンクするページへ戻るリンク）
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だけからなるページ。

またKoizumi［５］はモデル化に際し次のような仮定を設けた。

●トップページ以外のすべてのページは，自分にリンクを張るすべてのページに対してリター

ンリンクを張っている。

●各ページを節，１つのページからもう１つのページへのリンクとそれに対応するリターンリ

ンクの組を無向枝とするグラフを考えると，その構造は木である（図２を参照）。

●ディスプレイサイズ等の制約から，メニューページにおけるリンクの数には一定の上限が設

けられている。
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図1：典型的な携帯電話用Webサイトの例
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●１つのコンテンツページから別のコンテンツページへ移動する頻度が，すべてのコンテンツ

ページの組に対して既知である。

このときKoizumi［５］は，ある木のクラスにおいてはハフマンの符号化と同様の方法で最適

木，すなわち平均ページ読込み回数が最小となる木が得られることを示した（ハフマン符号につ

いては例えばAhoら［２］を見よ）。

本稿でもそのモデルと同じ目的関数を別の木のクラスにおいて最小化する問題を考え，ある条

件を満たすとき最適木が explicitに表現できることを示す。第１章では本稿で必要な用語・記号

の定義と，問題の定式化を行う。本稿の主定理は第３章（その証明は第４章）で述べるが，その

ための理論的な準備を第２章で行う。第５章で主定理を少し一般化した系を述べ，おわりに系で

述べた条件の実際的な解釈と今後の課題を述べる。

１ 問題の定式化

これ以降，木といえば根つき無向木を表すものとする。木 T の根を r(T），節の集合を

V(T)，枝の集合を E(T）とする。２節 v，w∈V(T）に対して d(v，w；T）は T 上のパス

（v，．．．，w）に含まれる枝の数を表す。節 vの深さを d(v，r(T)；T），木 T の高さを

max d(v，r(T)；T）とそれぞれ定義する。その他，節に関する「親」「子」「兄弟」「子

孫」という用語の定義は，標準的なテキスト（例えばAhoら［２］）のものを踏襲する。

ここでは葉（子を持たない節）の集合 Lがあらかじめ与えられているとする（葉はWebサイ

ト内のトップページやコンテンツページを表す）。また，各葉の組｛v，w｝(v，w∈L）に対し

て，非負の重み p が与えられているとする（p は vからwへの移動頻度を表す。p ＝p

とは限らない）。本稿で考える問題は，L⊂V(T）を満たす木の中で，
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図2：木構造の例（図1に対応)
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f(T)＝∑ ∑ d(v，w；T)p

を最小にする木を見つけることである。但し，すでに仮定したように，ここでは次数（節から出

る枝の本数）に制限がある場合を考える。

各節とも高々k個の子しか持たない木を k分木という。高さH の k分木の葉の数が k のと

き，それはフルであるという。高さH のフル k分木から k′個（1 k′ k－2）の葉を除いてで

きる木を，ここでは高さH の準フル k分木と呼ぼう。また，トップつき木は，根にトップ

（トップページに対応）と呼ばれる葉を１つだけ隣接させてできる木と定義する。本稿では，与

えられた k，H に対して n≡ L－1＝k －k′(0 k′ k－2）を満たす k′が存在する場合を考え

る。そして，トップが t，トップ以外の葉の数が nのトップつき高さH のフル（または準フル）

k分木の集合を とおき，tが固定されているとき の中で関数 fを最小にする木を求める問

題を考える。

２ 準 備

本稿では，T∈ の各節を以下のように相異なる整数で表す。

L＝｛0，1，2，．．．，n｝(t∈L)，V(T) L＝｛k ＋1，k ＋2，．．．｝．

L｛t｝の中で，i番目に小さい番号の節を s とし，L｛t｝の部分集合 Sに対して，I(S)＝

｛i s∈S｝とする。

n＝k のとき，T ∈ に対する部分木の表現を以下のように定める。T｛t｝

(≡(V(T)｛t｝，E(T)｛(t，r(T))｝)）の葉でない節から伸びる枝に1から kまでのラベルが

ついているとする。r(T)から，深さ h 1のある節 vまでのパスに含まれる枝のラベルが

d，．．．，d (1 d k；i＝1，．．．，h）と並ぶとき，その vの子孫からなる部分木を T と書き，

r(T )＝vとおく。なお，h＝0に対する部分木は T ＝T｛t｝とし，r(T )＝r(T）とお

く（図３を参照）。また，部分木 T に含まれる葉の集合を L(T ）とする。

T∈ に対して，f値を減少させるかもしれない次のような変換方法を考える。T の２つ

の部分木 T と T （すなわちそれらの根は兄弟である）を任意に選んだとき，

それらはともに高さH－hのフル k分木なので，１つの同型写像

σ：V(T )→V( ) s.t.σ(r(T ))＝r(T )

が定義できる。そこで，L ＝｛v∈L(T )v＞σ(v)｝とおき，すべての v∈L に対して

vとσ(v）を交換する（この操作をσに関する biasingという。例えばAnazawa［３］を参照

せよ）。こうしてできる木を T′とすると，次のことが成り立つ。

補題１ もし｛p ｝が

p ＋p p ＋p for all 0 v＜v′ k ，0 w＜w′ k ⑴

を満たすならば，f(T′) f(T）が成り立つ。
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備考 不等式⑴は inverse Monge propertyと呼ばれている。（例えば Burkardら［４］を見

よ。）また論文［３］のように対称性（どの v，wに対しても p ＝p ）が仮定されている場合

の同様の不等式は inverse Supnic propertyと呼ばれている。

証明 L ＝L(T ) L ，σ(L )＝｛σ(v)∈ L(T ) v∈ L ｝，σ(L )＝

L(T )σ(L ）とおく。

f(T)＝∑ ∑ d(v，w；T)p ＝ ∑ d(v，w；T)(p ＋p )

に注意し，D ＝｛d(v，w；T′)－d(v，w；T)｝(p ＋p ）とおくと，

f(T′)－f(T)

＝ ∑ D ＋ ∑ D ∑ D ＋ ∑ D

＝ ∑ (D ＋D ＋D ＋D ) ⑵

となることがわかる。任意の v∈L ，w∈L に対して，δ ＝d(v，w；T)， ＝d(v，w；T′）

とおくと，明らかにδ ＜ であり，

δ ＝d(v，w；T)＝d(σ(v)，σ(w)；T)＝d(σ(v)，w；T′)＝d(v，σ(w)；T′)，

＝d(v，w；T′)＝d(σ(v)，σ(w)；T′)＝d(σ(v)，w；T)＝d(v，σ(w)；T)

が成り立つ。故に，

図3：部分木の表現（k＝3の場合)
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⑵＝ ∑ (δ － )

×｛(p ＋p －p －p )＋(p ＋p －p －p )｝ 0

を得る。□

３ 主定理（n＝k の場合)

本稿の主定理を述べる前に，トップつき高さH のフル k分木に関する１つの性質を定義しよ

う。まず，整数を要素に持つ２つの有限集合A，B に対して，A＜B はmax A＜min B を意味

する。１つのトップつき高さH のフル k分木 T に対して，根が兄弟である２つの部分木

T と T をどのように選んでも，

L(T )＜L(T )or L(T )＜L(T )

を満たすとき，T は完全順序性を満たすという。そのような木の例を図４に示す。

定理１｛p ｝が不等式⑴を満たすならば，完全順序性を満たすトップつき高さH のフル k分

木は の中で f値を最小にする。

定理１を証明する準備として，整数の集合 ＝｛1，2，．．．，k ｝に対する次のような分割を考え

る。各 h(1 h H－1）に対して， を小さい順に k 個の要素からなる k 個の部分集合に

等分割し，さらにそれら部分集合を生成された順に k個ずつの部分集合からなる族に分ける

（したがって族の数は k 個である）。このとき，第 i族の第 j部分集合を I とすれば，

I ＝｛(i－1)k ＋(j－1)k ＋x x＝1，2，．．．，k ｝(i＝1，2，．．．，k ；j＝1，2，．．．，k)

図4：完全順序性を満たす木 T∈
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となるのは明らかである（図５を参照）。

ここで j＜j′ならば I ＜I となることに注意しよう。このような I と I に対して，

根が兄弟である２つの部分木 T と T が

I(L(T ))＝I and I(L(T ))＝I

を満たすならば，L(T )＜L(T )となることは明らかである。

また，I ＝∪ I (i＝1，．．．，k ；j＝1，．．．，k)であることも容易に確かめられ

る。実際，

I ＝｛(i－1)k ＋(j－1)k ＋x x＝1，2，．．．，k ｝

＝｛(i－1)k ＋(j－1)k ＋x x＝(j′－1)k ＋1，．．．，j′k ；j′＝1，．．．，k｝

＝ ｛(i－1)k ＋(j－1)k ＋(j′－1)k ＋x x＝1，2，．．．，k ｝

＝ ｛((i－1)k＋j－1)k ＋(j′－1)k ＋x x＝1，2，．．．，k ｝

＝ I

よって，I は i－1＝(i－1)k＋(j－1)(0 j－1＜k）を満たす i，j に対する I の部分

集合である。

４ 定理１の証明

木 T∈ が f(T)＝min f(T′）を満たしているとする。T に有限回の biasingを施し

て完全順序性を満たす木に変換できることを示せばよい。そのためのアルゴリズムとして，以下

を考える。

図5： ＝｛1，2，．．．，3｝，h＝2に対する分割
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for h← 1to H－1do
 

for i← 1to k do
 

for j← 1to k－1do
 

for l←(i－1)k ＋(j－1)k ＋1to(i－1)k ＋jk －1do begin

［d…d d］← the sequence s.t.s∈L(T )；

if s ∈/L(T )then begin

［d…d d′］← the sequence s.t.s ∈L(T )；

defineσ：V(T )→V(T )

s.t.σ(r(T ))＝r(T )，

σ(s )＝s where s∈L(T )and l′＞l＋1；

apply biasing with respect to σ to T and T ；

end；

end；

このアルゴリズムにおいて，lと l＋1が常に I に含まれることは明らかである。このアルゴ

リズムが正しく動作するための条件は以下のとおりである。

(ⅰ) s ∈/L(T ）のとき，s ∈L(T ）なる［d…d d′］が必ず見つかる。

(ⅱ) s∈L(T ）かつ l′＞l＋1なる s が必ず存在する。

以上の条件を満たすことを確かめながら，完全順序性を満たす木への変換が確かにうまくいくこ

とを，次の２つの小節で示す。

h＝1のとき

このとき，i＝1の場合のみ実行される。考えるべきすべての部分木 T (1 d k）の根は同

じ親 r(T ）を持つ兄弟であるから，条件（ⅰ）を満たすことは明らかである。

(j＝1に対して) l＝1，．．．，k －1の順に実行する中で，s∈L(T ）かつ s ∈L(T )(d

≠d′）を最初に満たす lを l とおく。このとき s，s，．．．，s ∈L(T ）は明らか。また，

｛s，s，．．．，s ｝＜L(T )｛s，s，．．．，s ｝ ｛1，2，．．．，l｝＜I(L(T ))｛1，2，．．．，l｝

かつ

L(T )｛s，s，．．．，s ｝≠ 0/

だから，s ∈/L(T ）であれば s ∈L(T )(l′＞l＋1）なる s の存在は明らか（すなわち条

件（ⅱ）を満たす）。よって，σ：V(T )→V(T )（但しσ(r(T ))＝r(T ）かつ

σ(s )＝s ）は定義可能である。このσに関する biasing実行後は，明らかに s，s，．．．，s ，

s ∈L(T ）を満たす。また，このとき作られる木の f値は補題１より不変である。以上を

繰り返すと，l＝k －1ステップ終了時には，
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｛s，s，．．．，s ｝＝L(T ) I(L(T ))＝I

が成り立つ。

（2 j k－1に対して）すべての j′＜jに対して I(L(T ))＝I を満たす相異なる d がある

と仮定する。l＝(j－1)k ＋1，．．．，jk －1の順で実行する中で，最初に s ∈L(T ）かつ

s ∈L(T )(d≠d′）を満たす lを l とおく。このとき s ，．．．，s ∈L(T ）は明ら

か。また仮定より

I ＜I ＜…＜I ＜｛(j－1)k ＋1，．．．，l｝

＜ I(L(T )) I ｛(j－1)k ＋1，．．．，l｝

が成り立ち，かつ

L(T )｛s ，．．．，s ｝≠０/

であるから，s ∈/L(T ）であれば，s ∈L(T )(l′＞l＋1）なる s が存在する（条件

（ⅱ）を満たす）。よって j＝1のときと同様に同型写像σを定義し，それに関する biasingを実

行すると，s ，．．．，s ，s ∈L(T ）が得られる。以上を繰り返すと l＝jk －1ス

テップ終了時には，すべての j′ jに対して I(L(T ))＝I を満たす相異なる d が存在する。

（j＝k－1ステップ終了時) すべての1 j kに対して I(L(T ))＝I を満たす相異なる d

が存在するのは明らか。故に，どの d，d′(d≠d′）に対しても

L(T )＜L(T )or L(T )＜L(T )

が成り立つ。

2 h H－1のとき

h′＝h－1とすべての i′(i′＝1，．．．，k )，j′(j′＝1，．．．，k）に対して，I(L(T ))＝I

を満たす相異なるラベル列［d…d ］が存在すると仮定する。まず，各 lに対して条件（ⅰ）

が成り立つことを示そう。l，l＋1∈I を思い起こそう。i－1＝(i－1)k＋(j－1)(0 j－1＜

k）を満たす i，j に対して I ⊂I を満たすので，仮定より I ⊂I(L(T )）なる

［d…d ］が存在する。故に，s∈L(T ）なる［d…d d ］に対して s ∈/L(T ）

のとき，s ∈L(T ）なる［d…d d′］が存在する（すなわち条件（ⅰ）を満たす）。

各 i(i＝1，．．．，k ）に対して次のことがわかる。

（j＝1に対して) l＝(i－1)k ＋1，．．．，（i－1)k ＋k －1の順に実行する中で，s∈

L(T ）かつ s ∈L(T )(d ≠d′）を最初に満たす lを l とおく。このとき

s ，．．．，s ∈L(T ）は明らか。また，

｛s ，．．．，s ｝＜L(T )｛s ，．．．，s ｝

｛(i－1)k ＋1，．．．，l｝＜I(L(T ))｛(i－1)k ＋1，．．．，l｝

かつ
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L(T )｛s ，．．．，s ｝≠０/

だから，s ∈/L(T ）であれば s ∈L(T )(l′＞l＋1）なる s の存在は明らか

（すなわち条件（ⅱ）を満たす）。よって，σ：V(T )→ V(T ）（但し

σ(r(T ))＝r(T )かつσ(s )＝(s ）は定義可能である。このσに関する

biasing実行後は，明らかに，s ，．．．，s ，s ∈L(T ）を満たす。以上を繰り

返すと，l＝(i－1)k ＋k －１ステップ終了時には，

｛s ，．．．，s ｝＝L(T ) I(L(T ))＝I

が成り立つ。

（2 j k－1に対して) すべての j′＜jに対して I(L(T ))＝I を満たす相異なる d

があると仮定する（但し d …d は iによって異なる）。l＝(i－1)k ＋(j－1)k ＋

1，．．．，(i－1)k ＋jk －1の順で実行する中で，最初に s∈L(T ）かつs ∈

L(T )(d ≠ d′）を満たす lを l とおく。このとき s ，．．．，s ∈

L(T ）は明らか。また仮定より

I ＜I ＜…＜I ＜｛(i－1)k ＋(j－1)k ＋1，．．．，l｝

＜I(L(T )) I ｛(i－1)k ＋(j－1)k ＋1，．．．，l｝

が成り立ち，かつ

L(T )｛s ，．．．，s ｝≠０/

であるから，s ∈/L(T ）であれば，s ∈L(T )(l′＞l＋1）なる s が存在する

（条件（ⅱ）を満たす）。よって j＝1のときと同様に同型写像σを定義し，それに関する bias-

ingを実行すると，s ，．．．，s ，s ∈L(T ）が得られる。以上を繰り返

す と l＝(i－1)k ＋jk －1ス テップ 終 了 時 に は，す べ て の j′ jに 対 し て

I(L(T ))＝I を満たす相異なる d が存在する。

（j＝k－1ステップ終了時) すべての1 j kに対して I(L(T ))＝I を満たす相異

なる d （但し d…d は iによって異なる）が存在するのは明らか。故に，どの d ，d′(d ≠

d′）に対しても

L(T )＜L(T )or L(T )＜L(T )

が得られる（これは各 iに対して成り立つ）。

以上により，すべての最適木 T∈ は前述のアルゴリズムによって完全順序性を満たす木

に変換可能である。⃞

５ n＜k に対する主定理の拡張

木 T∈ （但し n＝k －k′，1 k′ k－2なる k′が存在する）に対しては，k′個のダミー葉

― ―110 北海学園大学経済論集 第50巻第３号(2002年12月)



n＋1，n＋2，．．．，n＋k′(＝k ）を追加することで，トップつき高さH のフル k分木（例えば

T̂）を作ることができる。そして，すべての v n＋1に対して p ＝p ＝0(0 w k ）を仮

定すれば，明らかに f(T̂)＝f(T）である。

このような nに対しては，｛p ｝が

p p and p p for all 0 v n，0 w＜w′ n，

p ＋p p ＋p for all 0 v＜v′ n，0 w＜w′ n ⑶

を満たすならば，ダミー葉を追加した後に不等式⑴も満たす。実際，n＜v k または n＜w

k のとき，不等式⑴は明らかに成り立つ。vとwがともに n以下の場合，n＜v′ k なら

ば p p ，n＜w′ k ならば p p がそれぞれ得られるので，不等式⑴は成り立つ。

よって，次の系が得られる。

系1 nがある k′(1 k′ k－2）に対して n＝k －k′を満たすとき，木 T ∈ に k′個のダ

ミー葉を追加してできる木を T̂(∈ ）とする。nに対して｛p ｝が条件⑶を満たし，かつ

T̂ が完全順序性を満たすならば，f(T)＝min f(T′）を満たす。

お わ り に

条件⑶は，ページ v∈Lの平均アクセス数を aとするとき，各ページが

a a … a

となるように番号付けされ，かつすべての p (v,w∈L）が a と a の積に比例すると仮定する

場合に成り立つ。これは p が事前にわからない場合に設けられる自然な仮定である。

本稿ではトップをある節 t∈Lに固定した場合を扱ったが，tを可変とし，どの節をトップと

したとき目的関数 fが最小になるかという問題も興味深い。

さらに，本稿で考えた木のクラスは n＝k －k′(0 k′ k－2）を満たす k′が存在する場合と

いう大変狭いものである。この制約がない，一般的な nに対する問題の求解が今後の課題であ

るが，かなり長期的な課題になりそうである。
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